9.4 Energía en el movimiento rotacional 

Un cuerpo rígido en rotación es una masa en movimiento, así que tiene energía ciné¬ 
tica que podemos expresar en términos de la rapidez angular del cuerpo y una nueva 
cantidad llamada momento de inercia, que depende de la masa del cuerpo y de la for¬ 
ma en que se distribuye tal masa. 

Para deducir esta relación, consideramos que el cuerpo está formado por un gran 
número de partículas, con masas mi, m2,.... a distancias ri, ^2, ... del eje de rotación. 
Rotulamos las partículas con el subíndice i: la masa de la í-ésima partícula es m, y su 
distancia con respecto al eje de rotación es r,. Las partículas no tienen que estar todas 
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en el mismo plano, así que especificamos que r¡ es la distancia perpendicular de la 
partícula r-ésima al eje. 

Cuando un cuerpo rígido gira sobre un eje fijo, la rapidez i;, de la í-ésima partícula 
está dada por la ecuación (9.13), n, = r,tu, donde oj es la rapidez angular del cuerpo. 
Diferentes partículas tienen distintos valores de r, pero w es igual para todas (si no, el 
cuerpo no sería rígido). La energía cinética de la í-ésima partícula es 

1 2 1 2 2 

—m.ii, = —m,;-; <u 
2 2 

La energía cinética total del cuerpo es la suma de las energías cinéticas de todas sus 
partículas: 


K = + ■ ■ ■ = ^ 


Sacando el factor común ai^/2 de esta expresión: 



La cantidad entre paréntesis, que se obtiene multiplicando la masa de cada partícula 
por el cuadrado de su distancia al eje de rotación y sumando los productos, se denota 
con / y es el momento de inercia del cuerpo para este eje de rotación: 


7 = + m^rj + ' ' 

■ = 

(definición de momento 


i 

de inercia) 


La palabra “momento” implica que 7 depende de la distribución espacial de la masa 
del cuerpo; nada tiene que ver con el tiempo. Para un cuerpo con un eje de rotación 
dado y una masa total dada, cuanto mayor sea la distancia del eje a las partículas que 
constituyen el cuerpo, mayor será el momento de inercia. En un cuerpo rígido, las 
distancias r¡ son constantes, en tanto que / es independiente de cómo gira el cuerpo en 
torno al eje dado. La unidad del momento de inercia en el SI es el kilogramo-metro 
cuadrado (kg • m^). 

En términos del momento de inercia 7, la energía cinética rotacional K de un 
cuerpo rígido es 



(energía cinética rotacional de un cuerpo rígido) (9.17) 


La energía cinética dada por la ecuación (9.17) no es una nueva forma de energía; es 
simplemente la suma de las energías cinéticas de las partículas que constituyen el 
cuerpo rígido en rotación. Al usar la ecuación (9.17), cj debe medirse en radianes por 
segundo, no revoluciones ni grados por segundo, con la finalidad de obtener K en jou¬ 
les; la razón es que usamos u, = r¡ijj en la deducción. 

La ecuación (9.17) ofrece una interpretación física sencilla del momento de iner¬ 
cia: cuanto mayor sea el momento de inercia, mayor será la energía cinética de un 
cuerpo rígido que gira con una rapidez angular cu. En el capítulo 6 vimos que la 
energía cinética de un cuerpo es igual al trabajo efectuado para acelerar ese cuerpo 
desde el reposo. De esta manera, cuanto mayor sea el momento de inercia de un cuer¬ 
po, más difícil será ponerlo a girar si está en reposo, y más difícil será detener su rota¬ 
ción si ya está girando (figura 9.15). Por esta razón, 7 también se denomina inercia 
rotacional. 

El siguiente ejemplo muestra cómo el cambio del eje de rotación afecta el valor 
de 7. 


9.15 Aparato que gira libremente en torno 
a un eje vertical. El momento de inercia se 
puede variar fijando los dos cilindros de 
igual masa en diferentes posiciones en la 
varilla horizontal. 

• Masa cercana al eje. 

• Momento de inercia pequeño. 

• Es fácil poner a girar el aparato. 





• Masa más lejos del eje. 

• Mayor momento de inercia. 

• Es más difícil poner a girar el aparato. 
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Momentos de inercia para diferentes ejes de rotación 


Ejemplo 9.7 


Un ingeniero está diseñando una pieza mecánica formada por tres co- 
nectores circulares gruesos unidos por puntales ligeros moldeados (fi¬ 
gura 9.16). a) ¿Qué momento de inercia tiene este cuerpo alrededor de 
un eje que pasa por el centro del disco A y es perpendicular al plano 
del diagrama? b) ¿Qué momento de inercia tiene alrededor de un eje 
que pasa por el centro de los discos B y C1 c) Si el cuerpo gira sobre el 
eje que pasa por A y es perpendicular al plano del diagrama, con rapi¬ 
dez angular w = 4.0 rad/s, ¿qué energía cinética tiene? 


SOLUCIÓN 


IDENTIFICAR: Consideraremos los conectores circulares como par¬ 
tículas masivas; y los puntales ligeros, como varillas sin masa. Así, 

9.16 Pieza mecánica de forma inusual. 



podremos usar las ideas de esta sección para calcular el momento de 
inercia de este conjunto de tres partículas. 

PLANTEAR: En los incisos a) y b), usaremos la ecuación (9.16) para 
obtener el momento de inercia con cada uno de los dos ejes. Dado el 
momento de inercia para el eje A, usaremos la ecuación (9.17) en el in¬ 
ciso c) para calcular la energía cinética de rotación. 

EJECUTAR: a) La partícula en el punto A está sobre el eje; su distan¬ 
cia r con respecto al eje es cero, así que no contribuye al momento de 
inercia. La ecuación (9.16) da 

1= '^m¡rl = (0.10 kg) (0.50 m)2-H (0.20 kg) (0.40 m)^ 

= 0.057 kg ■ m^ 

b) Las partículas en B y C están sobre el eje, así que para ellas 
r = 0, y ninguna contribuye al momento de inercia. Sólo A contribuye, 
y tenemos 

I = '^m¡r^ = (0.30 kg) (0.40 m)^ = 0.048 kg ■ m^ 

c) Por la ecuación (9.17), 

K = = ^(0.057 kg ■ m^) (4.0 rad/s)^ = 0.46 J 

EVALUAR: Nuestros resultados indican que el momento de inercia 
para el eje que pasa por A es mayor que para el eje que pasa por By C. 
Por lo tanto, de los dos ejes, es más fácil hacer girar la pieza sobre 
el eje By C. 


El momento de inercia depende de la elección del eje Los resultados de los inci¬ 
sos a) y b) del ejemplo 9.7 muestran que el momento de inercia de un cuerpo depende de la 
ubicación y orientación del eje. No basta con decir “el momento de inercia de este cuerpo 
es de 0.048 kg ■ m^”. Debemos ser específicos y decir “el momento de inercia de es-te cuer¬ 
po alrededor del eje BC es de 0.048 kg ■ m^”. I 


Cálculo del momento de inercia Es posible que el lector .se sienta tentado a 
calcular el momento de inercia de un cuerpo suponiendo que toda la masa está concentrada en 
el centro de masa, multiplicando después la masa total por el cuadrado de la distancia del centro 
de masa al eje. Resista la tentación, ¡sería un error hacerlo! Por ejemplo, si una varilla delgada 
uniforme de longitud L y masa M pivotea sobre un eje que pasa por un extremo, perpendicular a 
la varilla, el momento de inercia es / = ML^/3 (caso (b) en la tabla 9.2). Si tomáramos la masa 
como si estuviera concentrada en el centro, a una distancia L/2 del eje, obtendríamos el resulta¬ 
do incorrecto I = M(L/2f' = Mi}/4. I 
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Tabla 9.2 Momentos de inercia de diversos cuerpos 


a) Varilla delgada, 
eje por el centro 


b) Varilla delgada, 
eje por un extremo 


c) Placa rectangular, 
eje por el centro 


d) Placa rectangular delgada, 
eje en un borde 




Estrategia para resolver problemas 9.1 


Energía rotacional 



IDENTIFICAR los conceptos importantes: Podemos usar relaciones 
del trabajo, energía y la conservación de la energía, para obtener rela¬ 
ciones entre la posición y el movimiento de un cuerpo rígido que gira 
en torno a un eje fijo. Como vimos en el capítulo 7, el método de ener¬ 
gía generalmente no resulta útil para resolver problemas en los que in¬ 
terviene el tiempo. En el capítulo 10 veremos cómo abordar problemas 
de rotación de ese tipo. 

PLANTEAR el problema siguiendo los mismos pasos de la Estrategia 
para resolver problemas de la sección 7.1, con la adición siguiente: 

5. Muchos problemas implican una cuerda o un cable enrollado en un 
cuerpo rígido giratorio que funciona como polea. En estos casos, 
recuerde que el punto de la polea que toca la cuerda tiene la misma 
rapidez lineal que la cuerda, siempre que ésta no resbale sobre la 
polea. Así, podemos aprovechar las ecuaciones (9.13) y (9.14), que 
relacionan la rapidez lineal y la aceleración tangencial de un punto 
de un cuerpo rígido con la velocidad y la aceleración angulares del 
cuerpo. Los ejemplos 9.8 y 9.9 ilustran esto. 


EJECUTAR la solución: Al igual que en el capítulo 7, escribimos ex¬ 
presiones para las energías cinética y potencial iniciales y finales (K^, 
K 2 , Ui y í/ 2 ) y psra el trabajo no conservativo Wotras (si lo hay). La no¬ 
vedad es la energía cinética rotacional, que se expresa en términos del 
momento de inercia I del cuerpo con respecto al eje dado y la rapidez 
angular ü)[K = en vez de su masa m y su rapidez v. Sustituya 

estas expresiones en K¡ + Ui + IVotros = K 2 + U 2 (si se efectúa trabajo 
no conservativo), o bien, en K¡ + Ui = K 2 + í /2 (si sólo se efectúa 
trabajo conservativo), y despeje la(s) incógnita(s). Al igual que en el 
capítulo 7, resulta útil dibujar gráficas de barras que muestren los valo¬ 
res iniciales y finales de K, U y E = K + U. 

EVALUAR la respuesta: Como siempre, verifique que su respuesta sea 
lógica físicamente. 











9.5 Teorema de los ejes paralelos 


9.20 El elemento de masa m¡ tiene 
coordenadas (x„ y,) con respecto a un 
eje de rotación que pasa por el centro de 
masa (cm), y coordenadas (x¡ — a, y¡ — b) 
con respecto al eje paralelo que pasa 
por el punto P. 


En la sección 9.4 apuntamos que un cuerpo no tiene un solo momento de inercia. 
De hecho, tiene un número infinito, porque el número de ejes sobre los que podría 
girar es infinito. No obstante, hay una relación simple entre el momento de inercia 
/cm de un cuerpo de masa M alrededor de un eje que pasa por el centro de masa y 
el momento de inercia Ip alrededor de cualquier otro eje paralelo al original pero 
desplazado una distancia d. Esta relación, llamada teorema de los ejes paralelos, 
dice que 

¡p ~ hm + (teorema de los ejes paralelos) (9.19) 


Eje de rotación que pasa por el cm y es 
perpendicular al plano de la figura. 



Como muestra la ecuación (9.19), un cuerpo rígido tiene menor momento de iner¬ 
cia alrededor de un eje que pasa por el centro de masa que alrededor de cualquier otro 
eje paralelo. Por ello, es más fácil poner a girar un cuerpo si el eje de rotación pasa 
por el centro de masa. Esto sugiere que, de algún modo, es más natural que un cuerpo 
en rotación gire sobre un eje que pasa por su centro de masa; haremos más cuantitati¬ 
va esta idea en el capítulo 10. 


Uso del teorema de ejes paralelos 


Ejemplo 9.10 


Una pieza de un acoplamiento mecánico (figura 9.21) tiene una masa 
de 3.6 kg. Medimos su momento de inercia alrededor de un eje que 
pasa a 0.15 m de su centro de masa y obtenemos Ip = 0.132 kg ■ m^. 
Calcule el momento de inercia alrededor de un eje paralelo que 
pasa por el centro de masa. 

9.21 Cálculo de a partir de una medición de Ip. 



SOLUCIÓN 


IDENTIFICAR: El teorema de ejes paralelos nos permite relacionar los 
momentos de inercia e /p a través de los dos ejes paralelos. 

PLANTEAR: Usaremos la ecuación (9.19) para determinar la incógni¬ 
ta. /cm- 

EJECUTAR: Reacomodamos la ecuación y sustituimos los valores: 

= Ip - Md^ = 0.132 kg-m^ - (3.6 kg) (0.15 m)^ 

= 0.051 kg-m^ 

EVALUAR: Nuestro resultado indica que es menor que Ip, como 
debe ser: ya vimos que el momento de inercia para un eje que pasa 
por el centro de masa es menor que para cualquier otro eje paralelo. 


Eje que pasa por P 
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*9.6 Cálculos de momento de inercia 


NOTA: esta sección opcional es para estudiantes que están familiarizados con el 
cálculo integral. 

Si un cuerpo rígido es una distribución continua de masa —como un cilindro o una es¬ 
fera sólidos— no puede representarse con unas cuantas masas puntuales. En este caso, 
la sumatoria de masas y distancias que define el momento de inercia [ecuación (9.16)] 
se vuelve una integral. Imagine que divide el cuerpo en elementos muy pequeños de 
masa dm, de modo que todos los puntos de un elemento estén prácticamente a la 
misma distancia perpendicular del eje de rotación. Llamamos r a esta distancia, como 
antes. El momento de inercia es, entonces, 



(9.20) 


Para evaluar la integral, debemos representar r y dm en términos de la misma va¬ 
riable de integración. Si tenemos un objeto prácticamente unidimensional, como las 
varillas delgadas a) y b) de la tabla 9.2, podemos usar una coordenada x a lo largo y 
relacionar dm con un incremento dx. Si el objeto es tridimensional, suele ser más fácil 
expresar dm en términos de un elemento de volumen dV y la densidad p del cuerpo. 
La densidad es masa por unidad de volumen, p = dm/dV, así que podemos escribir la 
ecuación (9.20) como 



Esta expresión nos dice que el momento de inercia de un cuerpo depende de la forma 
en que su densidad varía dentro de su volumen (figura 9.22). Si la densidad del cuer¬ 
po es uniforme, podemos sacar p de la integral: 



(9.21) 


Para usar esta ecuación, debemos expresar el elemento de volumen dV en términos de 
diferenciales de las variables de integración, como dV = dx dy dz- Siempre debemos 
elegir dV de modo que todos sus puntos estén casi a la misma distancia del eje de 
rotación. Los límites de la integral están determinados por la forma y las dimensiones 
del cuerpo. En el caso de cuerpos regulares, la integración suele ser muy sencilla. 


EJEMPLO 10.3 


Cuatro objetos en rotación 

Cuatro esferas pequeñas se amarran a los extremos de dos 
barras con masa despreciable que yacen en el plano xy (figura 
10.8). Se supondrá que los radios de las esferas son pequeños 
en comparación con las dimensiones de las barras. 

A) Si el sistema da vueltas en torno al eje y (figura 10.8a) con 
una rapidez angular cü, encuentre el momento de inercia y la 
energía cinética rotacional del sistema en torno a este eje. 

SOLUCIÓN 

Conceptualizar La figura 10.8 es una representación gráfica 
que ayuda a formar ideas del sistema de esferas y cómo gira. 

Categorizar Este ejemplo es un problema de sustitución 
porque es una aplicación directa de las definiciones analiza¬ 
das en esta sección. 



a) b) 


Figura 10.8 (Ejemplo 10.3) Cuatro esferas forman un bastón 
inusual, a) El bastón rota en torno al eje y. b) El bastón rota en 
torno al eje z. 


Aplique la ecuación 10.15 al sistema: 


Evalúe la energía cinética rotacional con la ecuación 
10.16: 


2 OT,r,^ = Ma^ + Ma^ = 2Ma^ 
Kr = \ly(ü^ = \{2Ma^)(jiP = Ma^ü/ 


Que las dos esferas de masa m no entren en este resultado tiene sentido, porque no tienen movimiento en torno al eje de 
rotación; por tanto, no tienen energía cinética rotacional. Por similitud, se espera que el momento de inercia en torno al 
eje X sea 4 = 2mff con una energía cinética rotacional en torno a dicho eje de Kr = 

B) Suponga que el sistema da vueltas en el plano xy en torno a un eje (el eje z) a través de O (figura 10.8b). Calcule el mo¬ 
mento de inercia y la energía cinética rotacional en torno a este eje. 

SOLUCIÓN 

Aplique la ecuación 10.15 a este nuevo eje de rotación: ~ = Ma^ -I- Ma^ + mb‘^ -I- mtí^ = 2Ma^ -t- 2mb^ 

i 

Evalúe la energía cinética rotacional con la ecuación 10.16: Kr = = \{2Ma^ + 2mb^)u)^ = {Ma^ + mb^)u)^ 

Al comparar los resultados de los incisos A) y B), se concluye que el momento de inercia y, por lo tanto, la energía cinética 
rotacional asociada con una rapidez angular dada depende del eje de rotación. En la parte B) se espera que el resultado 
incluya las cuatro esferas y distancias porque las cuatro esferas están girando en el plano xy. En función del teorema traba- 
jo-energía cinética, el que la energía cinéüca rotacional del inciso A) sea menor que la del inciso B) indica que requeriría 
menos trabajo poner el sistema en rotación en torno al eje y que en torno al eje z. 


¿Qué pasaría si? ¿Y si la masa M es mucho mayor que m? ¿Cómo se comparan las respuestas a los incisos A) y B) ? 

Respuesta Si M » m, en tal caso m se puede despreciar y el momento de inercia y la energía cinética rotacional en el 
inciso B) se vuelven 

4 = 2Ma^ y Kr= 

que son lo mismo que las respuestas en el inciso A). Si las masas m de las dos esferas anaranjadas en la figura 10.8 son des¬ 
preciables, dichas esferas se pueden retirar de la figura y las rotaciones en torno a los ejes y y z son equivalentes. 











Sección 10.4 Energía cinética rotacional 

21. Las cuatro partículas de la figura PIO.21 están conectadas me¬ 
diante barras rígidas de masa despreciable. El origen está en el 
centro del rectángulo. El sistema da vueltas en el plano xy en 
torno al eje z con una rapidez angular de 6.00 rad/s. Calcule 
a) el momento de inercia del sistema en torno al eje z y b) la 
energía cinética rotacional del sistema. 





P10.21 (a) 

j 

en este caso, 

ri = r2 = r, = r, 

r = 7(3.00 m)" -t (2.00 m)" = vCT m 
I = [^/m) m]' [3.00 -t 2.00 -t 2.00 -t 4.00] kg 
= 143 kg ■ 


(b) ■ ni")(6.00 rad/s)" 

= 2.57x10^ J 


üM 



x{m) 


FIG. P10.21 











































22. • Barras rígidas de masa despreciable que yacen a lo largo 
del eje y conectan tres partículas (figura PIO.22). El sistema 
da vueltas en torno al eje x con una rapidez angular de 2.00 
rad/s. Encuentre a) el momento de inercia en torno al eje xy 
la energía cinética rotacional total evaluada a partir de \ht? y 
b) la rapidez tangencial de cada partícula y la energía cinética 
total evaluada a partir 2 c) Compare las respuestas para 

energía cinética en los incisos a) y b). 



Figura P10.22 


*P10.22 - 4.00 kg, q = = 3.00 m 

- 2.00 kg, = 1^21 “ ^.00 m 

- 3.00 kg, r 3 = \y^\- 4.00 m 
(0 = 2.00 rad/s alrededor del eje x 
(a) 


K, = ^I^O)^ = ^i92.0)i2.00f = 



184 J 


(b) üj = rjft) = 3.00(2.00) = 6.00 m/s 


V 2 = = 2.00(2.00) = 4.00 m/s 


í '3 = r^CO = 4.00(2.00) = 8.00 m/s 


K = K^ + K2 + K2 = 72.0 +16.0 + 96.0 = 


= -m,vl = -(4.00)(6.00)" = 72.0 J 

K 2 = ^m^pl = ^(2.00)(4.00)' = 16.0 J 
= ^m^vl = i(3.00)(8.00)' = 96.0 J 


1 


184 J 


= -/.co 


(c) La energía cinética del literal a) y el literal b) son iguales. La energía cinética rotacional se 
puede ver como la energía cinética traslacional total de las partículas en el objeto que rota. 














